§ 3. Алгоритм поиска путей (маршрутов) с минимальным числом дуг (ребер). (Алгоритм фронта волны).

Как было сказано выше, важнейшей задачей управления сетью является задача маршрутизации. При этом наибольший интерес представляет задача отыскания наиболее эффективных (оптимальных) путей (маршрутов) связи между отправителем и получателем сообщения, минимизация затрат на соединение и передачу сообщения. Рассмотренный выше алгоритм Тэрри поиска оптимального маршрута, соединяющий двух абонентов 
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, не является в общем случае оптимальным , так как в нем не существует критерия характеризующего меру оптимальности (эффективности) выбираемого маршрута.

В дальнейшем введем в рассмотрение критерий оптимальности, в качестве которого будем рассматривать минимальный путь (маршрут).

Назовем путь (маршрут) в орграфе D (графе G) из вершины v в вершину 
[image: image3.wmf]w

 минимальным, если он имеет наименьшую длину среди всех путей (маршрутов) орграфа D (графа G) из 
[image: image4.wmf]v

 в
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.

Минимальные пути обладают следующими свойствами:

1) любой минимальный путь (маршрут) является простой цепью;

2) пусть 
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 минимальный путь (маршрут) в орграфе D (в графе G). Тогда для любых номеров 
[image: image7.wmf],
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 таких, что
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, путь (маршрут) 
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также является минимальным (это свойство говорит о минимальности подпути минимального пути).

Из свойств и определения минимального пути следует, что он подходит в качестве минимального маршрута соединения в системах связи с коммутацией каналов. Из минимальности длин маршрута следует также и минимальность количества узлов коммутации между соединяемыми абонентами.

Рассмотрим теперь решения задачи (алгоритм) поиска минимального пути (маршрута). Ведем в начале некоторые пояснения, которые понадобятся для изучения алгоритма решения задачи.

Введем понятие образа вершины 
[image: image10.wmf]v

 для орграфа D=(V, X),
где V – множество вершин, X – множество ребер. Образ вершины v множество таких вершин, по отношению к которым v является началом дуги:
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Прообраз вершины v – множество таких вершин, по отношению к которым v является концом дуги, то есть
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Пример. Рассмотрим введенные понятия на примере. Пусть задан орграф имеющий вид:

Рис.4.3.1

Определим для графа D матрицу смежности
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Найдем образ величины
[image: image14.wmf]1
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. В соответствии с рисунком и первой строкой таблицы смежности имеем
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Прообраз вершины 
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 найдем из рисунка и первого столбца матрицы S:
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. Аналогично для образов и прообразов вершин 
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 имеем
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Введем еще одно важное понятие – фронт волны k – го уровня. Рассмотрим это понятие на примере. Допустим, что в качестве источника сообщения является точка
[image: image24.wmf]1
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. Фронтом волны 1 – го уровня 
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 является образ этой точки, то есть
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Фронт волны второго уровня можно получить из выражения
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, элементы 
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 и 
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 отсутствуют в
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. Образно множества F0 иF1 можно рассматривать как распространение ударной волны на 0 – шаге, 1 – шаге (см. рис.).

В общем виде Fk формулируется следующим образом. Пусть для фронта волны для k-1 уровня имеем
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{,,...,}

kiik

Fvvv

-+

=

, тогда


[image: image33.wmf]11121

[(()()...())(...)]

kiikk

FDvDvDvvFFF

+-

=ÈÈÈÈÈ

.

Далее рассмотрим алгоритм поиска минимального пути (маршрута) для орграфа D=(V, X) c количеством вершин
[image: image34.wmf]2
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. Предположим, что вершины 
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 и 
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 заданы
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, необходимо найти минимальный путь из 
[image: image38.wmf]v

 в
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.

Алгоритм фронта волны.

Шаг 1: помечаем вершину 
[image: image40.wmf]v

 индексом 0. Затем помечаем вершины, принадлежащие образу вершины
[image: image41.wmf]v

, индексом 1. Множество вершин с индексом 1 обозначим
[image: image42.wmf]1
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. Полагаем
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Шаг 2: Если фронт волны 
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 или выполняется
[image: image45.wmf]1

kn

=-

, 
[image: image46.wmf]k

F

w

Ï

, то вершина 
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 не достижима из 
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 и работа алгоритма заканчивается. В противном случае переходим к шагу 3.

Шаг 3: Если
[image: image49.wmf]k
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, то переходим к шагу 4. В противном случае существует минимальный путь из 
[image: image50.wmf]v

 в 
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 длины
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. Последовательности вершин
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Есть искомый минимальный путь из 
[image: image55.wmf]v

 в
[image: image56.wmf]w

.

Конец работы.

Шаг 4: Помечаем индексом 
[image: image57.wmf]1
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 все непомеченные вершины, которые принадлежат образу множества вершин с индексом k. Находим фронт волны 
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 уровня
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. Присваиваем 
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 и переходим к шагу 2.

Работу алгоритма фронта волны также рассмотрим на примере.

Пример. Определим минимальный путь из 
[image: image61.wmf]1
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 в 
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 в орграфе D, который задается следующей матрицей смежности:
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Вначале ответим на вопрос, существует ли вообще путь из 
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 в
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Находим множество вершин фронта I – го уровня. Из соответствующей (первой) строки матрицы смежности S имеем, положим
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Так как
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, поэтому определяем фронт волны второго уровня
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Снова
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()

vFv

Î

, следовательно, путь от 
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. Далее определяем искомую минимальную цепь:
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Из 
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 можно взять любую вершину 
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. Возьмем вершину
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Берем на выбор вершину из множества
[image: image86.wmf]45
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, например,
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. Окончательно искомый минимальный путь из 
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 запишется в виде:
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Полученный путь имеет длину
[image: image91.wmf]3
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. Как видно из приведенного примера, решение задачи поиска минимального пути неоднозначно. Эта неоднозначность соответствует случаям, когда существует несколько различных минимальных путей.

Заметим также, что приведенный алгоритм поиска минимального пути легко трансформируется в алгоритм поиска минимального маршрута для неориентированного графа
[image: image92.wmf]G

. При этом ребра в графе 
[image: image93.wmf]G

 заменяются дугами в произвольных направлениях, например как показано на рис.4.3.2
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Рис.4.3.2
То есть осуществляется переход от графа 
[image: image94.wmf]G

 к орграфу  с последующим применением рассмотренного выше алгоритма фронта волны.
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